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Los sistemas de reaccion-difusion son modelos matematicos que describen
como una o mas sustancias distribuidas en el espacio cambian bajo la influencia de
dos procesos: reacciones quimicas locales en las que las sustancias se transforman
las unas en las otras, y difusidn, que provoca que las sustancias se expandan en el
espacio. El resultado de este proceso es una configuracion estable en la que la
composicion quimica es heterogénea en un dominio espacial.

Desde que en 1952 Alan Turing los propuso como "la base quimica de la
morfogénesis®, los sistemas de reaccion-difusion se han utilizado para modelizar
diversos procesos bioldgicos de formacion de patrones.

En los sistemas quimicos, las reacciones quimicas son la fuente de los
componentes moleculares y la difusion es el proceso fisico clasico basado en el
movimiento browniano. Sin embargo, en el caso del desarrollo de tejidos, tanto la
reaccion como la difusion son procesos mucho mas complejos: la reaccion implica la
produccion y el consumo de moléculas por parte de las células; el transporte a través
de tejidos, aunque capaz de generar gradientes moleculares, es un proceso mucho
mas complejo que la simple difusion.

La formacion de patrones espacio-temporales es una de las caracteristicas
mas importantes de los sistemas biolégicos debido a que pueden ser determinantes
tanto en el desarrollo y la funcion del organismo como en su supervivencia y
adaptacion al medio ambiente. En particular, uno de las manifestaciones de gran
interés consiste en la formacion de los patrones espaciales en la piel de algunos
animales.



La teoria mas ampliamente aceptada que explica la formacion de estas
estructuras supone que un patron quimico inicial (genético), que en general puede
depender de las condiciones externas, es responsable de que las células se
diferencien siguiendo rutas metabdlicas especificas que las llevan a formar los
patrones que observamos, por ejemplo, en la piel.

En el enfoque matematico del problema, estas suposiciones pueden
modelarse con bastante precision en términos de sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales no-lineales que se conocen como ecuaciones de reaccion
difusion (RD). Estas ecuaciones acoplan los procesos de transporte de masa y de
reacciones quimicas que son necesarios para dar una explicacion cuantitativa de las
observaciones experimentales. Los patrones que reproducen son conocidos como
estructuras de Turing.

Turing trabajd en la biologia matematica, concretamente en Ila
morfogénesis. Su principal interés era comprender la existencia de la serie de
Fibonacci en las estructuras vegetales <la serie se caracteriza porque cada término
es la suma de los dos anteriores f(n) = f(n—2) + f(n—1) >. Utiliz6 ecuaciones de
reaccion-difusion que actualmente son cruciales en el campo de la formacion de
patrones.

Una maquina de Turing es un modelo computacional que realiza una
lectura/escritura de manera automatica sobre una entrada llamada cinta,

generando una salida en esta misma. 3



Esta formada por un alfabeto de entrada y uno de salida, un simbolo
especial llamado blanco, un conjunto de estados finitos y un conjunto de transiciones
entre dichos estados. Su funcionamiento se basa en una funcién de transicion, que
recibe un estado inicial y una cadena de caracteres,la cinta, pertenecientes al alfabeto
de entrada. La maquina va leyendo una celda de la cinta en cada paso, borrando el
simbolo en el que se encuentra posicionado su cabezal y escribiendo un nuevo
simbolo perteneciente al alfabeto de salida, para luego desplazar el cabezal a la
izquierda o a la derecha (solo una celda a la vez). Esto se repite segun se indique en
la funcion de transicion, para finalmente detenerse en un estado final o de aceptacion,
representando asi la salida.

Una maquina de Turing con una sola cinta puede definirse como M=(Q,
Sigma,Gamma, s, b, F, delta), donde:

1. Q es un conjunto finito de estados.

2. Sigma es un conjunto finito de simbolos distinto del espacio en blanco,
denominado alfabeto de maquina o de entrada.

3. Gamma es un conjunto finito de simbolos de cinta, denominado alfabeto de cinta

4. s perteneciente a Q es el estado inicial.

5. b perteneciente a Gamma es un simbolo denominado blanco, y es el unico

simbolo que se puede repetir un numero infinito de veces.

F es el conjunto de estados finales de aceptacion.

Delta es una funcidon parcial denominada funcion de transicidon con movimiento

hacia la derecha o hacia la izquierda

No
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Ejemplo

M debe de contener 1 y elementos vacios, Q contiene 6 estados empezando
por qO0 (estado inicial) a g5 (estado final)



Marcamos los 6 estados y
damos valores






Finalizamos la
maquina de Turing
marcando los estados
iniciales y finales
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Ver MOOC 021 anexos: Ejemplo_1.jff
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Simulacion
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Se pueden utilizar letras
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Una de las reacciones oscilantes mas simples entre dos especies qumicas
fue sugerida por Schnakenberg en 1979
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El siguiente modelo de Reaccion Difusion (RD) esta basado en la reaccion
hipotética de Schnakenberg: Fie
— =f(x)+DVx
ot
donde x es el vector de concentracion del morfogen, la f representa la cinética de
reaccion y la D es una matriz diagonal del coeficiente de difusion (positiva).
Si simulamos dos concentraciones morfogenéticas X e Y tendremos:

JY
Z_f = F(X,Y)+ DsV?X &5 =G Y+ DgV?Y

Donde F y G representan cinéticas no lineares. La reaccion Schnakenberg para
dos concentraciones quimicas, esta basada en las reacciones siguientes:

x24 pHy ox4vHax

iy

donde Xy Y son la dos compuestos quimicos, Ay B son otros dos compuestos,
asumiendo que se mantienen en una concentracion constante y las K son los
coeficientes de las reacciones.

FIX,Y)| =k — ko X + ks XY GX,Y) =Fﬂ4—ﬁ?3}f21’r”

donde k1 = E;_LA, ke = Ky, ks = K y ;34 = EE_E 19



Considerando L una escala de distancia y el * como simbolo de concentracion (

X* = [X] ) A A LE
X = (_Ejlf'rz'u.j b= I:k_zjl'llrz'l-'-, T = D_t*v w = LK*.J
i E(E)lfﬂ b= E(E)Uz d = D_E v = LE.EEE
ko ks | ko " hg ’ Dy’ Dy

El sistema de reaccion-difusion sin dimensiones seria;:

wy =la —u+uiy) + Va,
v = (b —uv) +dV3u.

Que también lo podemos escribir como:

ity — r:rl.flilu':l 1"]' T vzua

v =yglu, v) + dViu.

Donde  flu,v} = (& —u +uy) y glu,v) = —uy)
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% Ver MOOC 021 anexos: Turing_matlab.txt

% %% % % % % %o %o %o %o %o %o %o %0 %o %o %o %o %o %o %0 %o %0 %0 % % % % % % Yo
% DEFINIENDO LA RED

N = 30;% nodos

h =1/N; % tamano de laluzde mallaenx ey

x = h*(0:N); % x nodos horizontales de la rejilla

y = h*(0:N); % y nodos verticales de la rejilla

[xx,yy] = meshgrid(x,y); % 2D x e y coordenadas de la red

dt = .01*h"2; % lapsos de tiempo- generalmente pequefios

% %% % % %0 %0 %o %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o %0 %0 %0 Yo %o %o %o %o %0 %0 %0 Yo %o %o %o % Yo
% VALORES DE LOS PARAMETROS

a = .05;

b=14;

d = 14.85; % coeficiente de difusion
gamma = 400;

% % % % %o % %0 %o %o %0 %0 %o %0 %0 %0 %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %0 %o %o %o %0 %0 % %o

% DATOS INICIALES EN t=0:

us = (a+b); % u estado estable

vs = b/us”2; % v estado estable

u = (a+b)*ones(size(xx)); % u estado estable

v = (b./u.*2); % v estado estable

u = u + .1*randn(size(xx)); % anade pequenas perturbaciones sobre el estado estable
v =V + .1*randn(size(xx)); % afade pequefas perturbaciones sobre el estado estaple



% % % % % % %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %0 %0 %0 % % % % Yo
% SECUENCIAS DE TIEMPO:

t=0;

tmax = 10;

nsteps = round(tmax/dt); % numero de lapsos de tiempo

for n = 1:nsteps % iteracciones

t = t+dt;

uk = u(;,[2:N+1 N)]);

uW = u(;,[2 1:N]);

uN = u([2 1:N],:);

uS = u([2:N+1 N],:);

VE = v(;,[2:N+1 N]);

vW = v(;,[2 1:N]);

VN = v([2 1:N],:);

vS = Vv([2:N+1 N]J,:);

% % %% % %0 %0 %0 %o %o %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o %0 %0 %0 Yo Yo %o Yo %o %0 %0 %0 %0 Yo %o % % Yo
% FORMULA DE DIFERENCIAS FINITAS

u2v = u."2.*v;

u=u+ gamma*dt*(a - u + u2v) + dt*(UE+uW+uN+uS-4*u)/h”"2;
v =v + gamma*dt*(b - u2v) + d*dt*(vE+vW+vN+vS-4*v)/h/2;
end
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% % %% % %0 %0 %o %o %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o %0 %0 %o %o Yo Yo %o %o %o %0 %o Yo %o Yo %o %o %o % % Yo
% IMPRESION DE RESULTADOS:

colormap('gray')

surf(x,y,u)

title(['u at t ="' num2str(t)],' fontsize’,16)

zlim([0 4])

shg
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% % % % Yo %0 %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo %o Yo %o Yo %o %o %o %o %o % %0 % Yo
% Cambiando los VALORES DE LOS PARAMETROS
a=.05;

b=1,
: : s =10] x|
d = 20, File Edit Wiew Insert Tools ‘Window Help
gamma = 600; [oz@a/ xa /8220
uatt="10

Ver MOOC 021 anexos: Turing_matlab_01.txt
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